IPhO 2024

Préparation toulousaine

Oscillateurs couplés



l.  Rappel sur les oscillateurs classiques

oscillateur harmonique = pulsation propre w,
Isochronisme)

Pour le pendule pesant : wy =

“ |Q

indépendante de m
T=2ssilL=1m
T=16ssiL=76m
(pendule du Panthéon)




B. Circuit LC

1

Wy = — L —C
Associationsde Lou de C:
Bobines idéales Condensateurs
C,C
Association série Ly, =L+ L, Ceqv = . :_ 2{.'2
L P LiL,
Association paralléle (dérivation) L Coqv = C1 + G,

v L+ L,




C. Masse + ressort

.l||||||||*

- e ————

k
Wy = |[—
0 m

* k =raideur du ressort
e k faible = ressort souple = osc lentes.



C. Masse + ressort

Associations de ressorts en parallele

K1

K2
kparalléle = kl t k2

-> ressort plus dur




C. Masse + ressort

Associations de ressorts en série

K1 K2
p kqk;
serie kl + kz
-> ressort plus souple




C. Masse + ressort

un ressort coupé en deux : 2 k

2 ressorts identiques bout a bout : k/2

Expérience: 1ressort > T=0,798s
2 ressorts > T'=1,152 s

AtonT' =V2T =1,41T?

T/T = 1,44
Mais u(T) = 0,008 s et u(T’) = 0,008 s
Ecart normalisé = z = rover] 1,7

\/uz (V2T)+u?(T")



QCM 2016 — question 1

1. On considere un mobile de masse m relié a deux ressorts idéaux de raideur k; et ko, et pouvant se déplacer
horizontalement sans frottement dans un véhicule en mouvement uniformément accéléré par rapport au
référentiel terrestre, a désignant la norme de son vecteur accélération.

ky m ks a

FAMAV—@AMAAA—
Q Q

Quelle formule vérifie la fréquence des oscillations du mobile 7

_ 1 kE1+ka _ 1 ki ko
— o m (C) f= QW\/(kl—I—kg}m tTa

_ 1 kika _ 1 ki+k
— 2n\/ (kidk2)m (d) f= PZaY, 1m tta

 'acc n’a d’influence que sur la position d’équilibre
* Association paralléle : k =k, +k,
 Réponse a




A. Pendules couplés

Couplage de 2 oscillateurs :
— 2 pulsations propres
— 2 modes propres

A vous de trouver les 2 modes propres !



Il Approche expérimentale

2 modes propres sinusoidaux :
symetrique (6, = 6,)
antisymétrique
(6, = - 8,)




Il Approche expérimentale

symétrique : wg; = [=

T,..=1,53s(f, = 0,6536 Hz)

1,exp

antisymetrique

T,..=1,38s(f,=0,7246 Hz)

2,exp



A. Pendules couplés

Mouvement général : battements
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A. Pendules couplés

Mouvement général : battements

fort+f
fosc= 012 2 et fbatt= |f01_f02|

Toscoxo = 1,545 —>f o0 =0,65 Hz

0SC,exp

et Tpatexp = 13,55 = fiat exp = 0,074 Hz
Or:

(f1+f2)/2 = 0,69 Hz Tosc = 1,45 S
f,—f,=0,071 Hz T,,.=14,1s



B. Simulations numériques

Colorado.edu
Recherche des modes propres...

B Harmoniques
L
i

24

. -
longueur constante

(mode symetrigue)

B Harmonigues
1 +

point fixe
(mode antisymétrique)




B. Simulations numériques

Conclusion:
Couplage de 2 oscillateurs :
— 2 pulsations propres Q,, et Q,,
— 2 modes propres
Si oscillateurs identiques
— symeétrique et antisymétrique

Bonnes Cl : un seul mode propre excité (osc h)
Cl quelconques : superposition des 2 modes propres

= battements.

_ fo1t T

fn-s::_ 2 f!:lu.uzlfﬂi_.fuzl




C. Efficacité du couplage

Plusieurs pendules couplés par un fil
Observation.
Efficacité du couplage

= amplitude des battements

Couplage efficace si w, proches



C. Force du couplage

Ressort de torsion = couplage fort
Fil = couplage faible

Couplage fort : éloigne f,, et f,,
— battements rapides (f,_, = f,, — f,,)

Un couplage lache conduit a f,, = f,,
— battements lents (f, ., tres petite)



C. Parametres du couplage

Site de 'université du Mans
X, =0
k, =0,1 N/m : battements lents

k, =1 N/m : battements rapides

m,/m, = 2 (k,=0.1) : mouvements de X, faibles
et X, non perturbé (courbes)



D. Circuits électriques

e L=40 mH
* C=50nF
* f,=3,5kHz




D. Circuits électriques

1 seul oscillateur
Couplage fort

Couplage faible
Modes propres symeétriqgue et antisymeétrique
Diminution de |'efficacité du couplage



1. Epreuve de sélection francaise 2017 (extrait du QCM)

Q16. Deux pendules de masse m et de longueur i sont attachés par un ressort de raideur K et

de longueur a vide [y. La distance entre les deux masses est initialement de [y. Quelle est la
seule expression possible, pour la fréquence du mode propre de plus haute fréquence ?

LiE Lk

® Vi+2% @ /4%

2m

—_—

* Mode symétrique : ressort de longueur constante w_ = /g/h

* Mode antisym : coupons le ressorten2 w_ = v"’g/h + 2K/m



(8) farmiafm ) Feesve

il sy 1 TR iy T B R
(C} J-"L—HF m (d} -f—:l:-T.Ic’ m

ni ¢ nid car f__, est faible si le couplage est faible
(donc en k’/k)



Possible sans calculs :
- mode symeétrique : 0
==

Le ressort central ne bouge pas

- mode antisymeétrique : le point central ne bouge pas.

< m accrochée a k et a un demi ressort k’.

k + 2k’
m

< m accrochéeak // 2k :




Coheérent

On a donc:

ko R\ k(] 2k
fbm_Zn m m|  2m.m k

Orvl+e=1+ E (cf. cours sur les développements limités) :

B 1 |k i 2k’ ,
fbat — 2177 |m I
1 |k (1 N k' 1) 1 k" |k
T 2w m k “2mk m




2. Modes propres

L )
1. Déterminer, sans passer par la résolution d’un — VYV VYV
systeme d’équations couplées, les pulsations propres q, q,
o e e c
de ce circuit. — o —

2. Comment obtenir expérimentalement I'excitation

de chaque mode propre ? 7

3. Déterminer la fréquence des battements observés si les conditions initiales sont :

q:(0) # 0 et g,(0) = 0.

L L L L
S S Y N v P
i £ i ST Vrrrr W rrrr Frrrr
|[T |C+C/'> ,Jc+c'
— — w. = —
“s = ILc == JLec'z) | Lec

V2t




F. Pulsation propre nulle

Programme IPhO évoque |le cas des pulsations propres nulles.
C'est un cas tres particulier : il faut wg; = wp, =0 !

m, K m,
TAAANN T

iiiiii

€2, =0 : mode propre n°1 = mvt d’ensemble a V constante.



Exemple :

K
\AAAAA

VVVVVYV

* Mode symétrique : pulsation nulle

* Mode antisymétrique :

Wy

—

_ |3

B \l m

2K 2k




N OH IDENTIQUES COUPLES

Simulation numérique de Colorado.edu :
- augmenter le nombre de masses
— observation des differents modes propres.
Conclusion : couplage de N OH
— N modes propres
— N pulsations propres €2,.

Remarque : N modes propres par degre de liberte |



Voici un tableau avec la description des divers modes propres :

mode 1 _ mode 2 mode.‘!

mode N
N=1
|
N=2
N=3
N i !
PR
i |

N—w : corde de Melde

2L
modes propres (1, = —e
n

c
tﬁ’t. = nZ:nfl)!



Décomposition en modes propres :

Cl quelconques = 2 modes propres

Chaque mode propre évolue a sa frequence propre.

Simulation numérique de Colorado.edu :
- passage en 2D !

— n”“ modes propres par degré de liberté !



V. Mise en équation

D

>

m,

ki, m, K

A ANAAAAN
VYV VYV Vv Y 12
| >

Pas de frottements
Systeme : {m;} puis {m,}

Forces sur my : F, =

AN
@‘”‘”Eﬁ

Référentiel : terrestre suppose galiléen

_kl(xl = ’501) ﬁx

ﬁf.'l — —K(?CZ = xl = LU)(— ﬁx)

Forces sur m, :

FC2= _

Jﬁz = —kz(D A 15)02)(— ﬁx)

K(xz - X1 Lu) U,



Supprimé |



2 OH couplés — 2 modes propres (£2; et £2,)

Bonnes Cl = 1 seul mode = osc harmoniques

Cl quelconques — superposition des 2 modes propres.



D. BATTEMENTS

A
X, (@) = 75((308(!251' + @) + cos(2;t+ @,))

Or cos(a)+cos(b) = 2 cos((a+b)/2)xcos((a-b)/2),

Q. -0 — Q.+ 0 -
Xl(t)=AScos( 52 dt+%2@d)cos( 52 dt+%2@d)




22—~ 02 — Q.+ Q +
Xl(f)=ASCOS( - ﬂFt+qgs qﬂd)cos( - dt+(p5 i
2 2 2 2
Battements :
Qe+ 0
oscillations a ; L= W,
: Q-0
amplitude = ( s_dy g isfd (p”)‘
2 2
L'amplitude a une frequence fpoe = fpar = Qsz_ﬂd‘.
T

On retient :

. . fm.c:.-d.el p fnmdez
fosr. — 2

fbat |fnmd€1 ﬁrmdezl




Battements tres visibles si le couplage lache :

What << Wosc

%QS:Qd

K<< k

Battements lents / oscillations :

f,=40Hzetf, =42 Hz
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Remarque:

si As # Ay — Battements mais max = A+Ay et min = | As-Ay|

moins spectaculaire car pas de minimum nul.




E. DIVERS EXEMPLES DE COUPLAGES

Couplage par élongation = exemple traite

Couplage par amortissement :

m, k,

2 ki m,
ﬁ%ﬁ%f-‘h;

Couplage par inertie :

—

Aﬁhhﬁf

2

YYYyvy

\\\\\\



Expérience de la loi de Hooke :
expérience avec masse + ressort

Vu en TP en début d’année.

= couplage compliqué.

Et bien sOr toute I'électricité !
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Circuits LC couplés par Cou R ou L.

Expl :

<

q| |

o

O

|2




V. Régime forcé

F = F cos(wt) é}x.
mX,+ kX, + KX,-K X, = F cos (wt)

NN



V. Régime forcé

A)(il,m A J{E,ITI
i

| [ :|
0 _flj_ Wz ﬂg [T} 0 ﬂl Wy QE

2 résonances et ...
1 antirésonance (entre les 2 résonances)



B. Absorbeur de vibrations

SiK/M = w?alors x;, =0

Etouffer les vibrations par couplage !



Mines PC et MP 2016

Millenium bridge a Londres

REGSRNY G E——

0,

Ql



Mines PC et MP 2016

9 11 13 15 17 19

107 |
S NP LS . —
u, [ —
i O ! - Cc;urbe 1 /
7///// ////// // ///// sa,l}lls amor?:isscur
armonique 1 1 -
- o fradet) 1IN
i y 6 5 10 12 14 16 18 20

W, = 12rad/sdoncf = 2HzetT = 0,5s=période de la marche !



Etage d’amortissement
harmonique

Merci de votre attention

A ) 7 9 11 13 15 17 19
10 i i r - i
- {— Courbe 2 -
avec amortisseur 1
harmonique .. /
5 b= ,P' / ‘\‘ 1
0 - | 1
Courbe 1
sans amortisseur
harmonique |
: rad.s1]
-5 - T —t— : '
4 6 8 10 12 14 16 18 20



Bilan

2 oscillateurs couplés — 2 modes propres
mode symeétrique et mode antisymétrique

Cl quelconques : battements (f,_, = f,, — f;;)
Efficacité du couplage : oscillateurs identiques
Force du couplage : écartement des f,

— Couplage lache = battements lents

Régime forcé : 2 résonances + 1 antirésonance



