Exercices pour réviser le programme de mathématiques du lycée

1 Fonctions logarithme et exponentielle

1.1 Exercices

Exercice 1. Ecrire les nombres suivants en fonction de In2 et In 3 :

1 1 54
In4; In9; Inl12; lng : lnﬂ : In108 ; ln(3—2) - Inv2; InV12

Exercice 2. Ecrire les nombres suivants en fonction de logarithmes de nombres premiers.
Rappel : un nombre premier est un entier supérieur ou égal 2 n’admettant pour diviseurs que 1 et
lui-méme.
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In63 ; 1(48) In( D

Exercice 3. Donner I'ensemble de définition des équations suivantes et les résoudre :
1. (By) :lnz =3

2. (Ey) :In(z+5) =In(2 —x)

3. (B) : In(a?) = In(x)

4. (Ey) : In(2x — 9) + In(z — 4) = In(z? + 36)

Exercice 4. Simplifier les expressions suivantes :

A= 651na} 7 B = 6Z,Lln(Qa;)—lan 70 — 63111(21’) _ 621n(3x) ’ D= 61n2—%1n(128)
1.2 Corrigés

Exercice 1. Rappels :
pour tout x € R%, pour tout o € R, In(z%) = aln .
En particulier, puisque y/z = z3, In(y/z) = § In(z).
pour tout z € R, pour tout y € R}, In(zy) = In(z) +In(y) et In T = In(z) — In(y).
En particulier, In(1) = —In(x).

In4 =In(2%) = 2In2.

In9 = In(3%) = 21n(3)

In12 = In(3 x 2?) = In(3) +In(2?) = In In(2).

Ing =—In(6) = —In(2 x 3) = —(In(2) + In(3)) = —In(2) — In(3)



Ing;=-mn24=-In(3x2% =—-In3—-In(2*) = —-In3 —3In2
In108 =In(2 x 54) =In(2 x 6 x 9) = In(2? x 33) = 2In2 + 31In3
In(22) = In 2222 zlng—i =3In3—-4In2

32 2>1<16
Inv2=1In(22) = JIn2
InvI12=1mn12 = 1(In(3) + 2In(2)) = L n3 4+ In2.

) 2

Exercice 2.In63 = In(7x 3*) =In7+ 2In3.

n(2) =In 2 =5 —In(3x2") =2In5—1n3—4In2

In(1/31) =In37—In12 =37 —In(3 x 2?) =In37 — In3 — 2In2

¥ =1n19-22=1m19—-In(2x11)=1In19—In2—1Inll
In(280) =In(4 x 7x10) =In(2> x 5x 7) =3In2+In5+1n7

5

Exercice 3.
1. (B) :Inz =3
(E1) est définie pour & > 0 car la fonction In est définie sur R* ( =]0, 4-o0[).
Pour tout z € RY, Inz = 3 <=z = €.
On vérifie que e* appartient a R*.
Donc 'ensemble des solutions est {e}.
2. (Ey) :In(x+5)=In(2—1x)
(Es5) est définie pour z € R vérifiant :

z+5 >0 (pour que In(x + 5) existe)
2 —x >0 (pour que In(2 — x) existe)

92— >0 = hH<r<?2

Ainsi, ’ensemble de définition de (Es) est | — 5,2[. On résout (Es) sur | — 5,2 :

{x+5>0

3
(E2)<:>1‘+5=2—x<:>2x:—3<:>x:_§

On vérifie que —2 €] — 5,2].

Donc 'ensemble des solutions de (E») est {—3}.
3. (E3) : In(z?) = In(x)

(Es5) est définie pour = € R vérifiant :

x>0
22 >0

z >0 — x>0
2 >0

Donc I'ensemble de définition de (E3) est R* .. On résout (£j5) sur R* :

2

(B3) <= rP=r<=1’-r=0<=2(r—1)=0<=r=00uxs=1

Or 0 ¢ R%. (donc 0 n’est pas solution de (E3)!), et 1 € RY.
On en déduit U'ensemble des solutions de (E3) : {1}.

2



4. (Ey) : In(2x — 9) + In(z — 4) = In(2* + 36)
(E4) est définie pour z € R vérifiant :

20 —-9>0
r—4>0
2?4+ 36 > 0 (toujours vrai car z* > 0)

2r—9>0 PN x> <:>x>g
z—4>0 T >4 2

Donc I'ensemble de définition de (Ej) est |3, +oc[. On résout (Ey) sur ]2, +00] :

(Ei) <= In[(2z - 9)(z —4)] = In(a? + 36)

.

TV
222 —17x+36

222 — 172 + 36 = 22 + 36
2?2 =17z =0
z(xr—17) =0

r=0oux =17
x =17 (car 17 €]3, +00[ mais 0 ¢]2, +o0|)

rrees

Donc I'ensemble des solutions de (Fy) est {17}.

Exercice 4.
Rappels :
pour tout x € R, ene = g,

e
pour tout z € R, pour tout y € R, e = ¢%.e¥ et 7Y = —
e
L 1
en particulier e7¥ = ot
e
pour tout = € R, pour tout n € Z, ™ = [e*]|".
A= edlnz — 6ln(a:‘r’) — 75
B — ¢Aln(22)-In16 _ ,In[(22)4]-In(16) _ o G20 _ (21:r6)4 _ zi:g‘l — 24 car 24 — 16,

C = e31n(2x) _ e2ln(3m) _ eln[(2x)3] o eln[(3r)2] — (2$)3 _ <3$)2 — 8.T3 _ 93:2 — .732(81' _ 9)
2

D — ln2-4n(128) _ e’ 2 2 2 £
8
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2 Limites

2.1 Exercices

Exercice 5. Calculer, quand c’est possible, les limites des expressions suivantes aux voisinages
indiqués :

1. 223 — 522 + 8 en +o00
322 + 5z + 1 en —oo

224+ 1Inx en 400

1
In(z) — —en 0
x

222 —3x — 5+ 1Inz en 400
x — /T en +0o
3r +e % en +00

T
—— en 0.

e I

Exercice 6. Calculer, quand c’est possible, les limites des expressions suivantes aux voisinages
indiqués :

222 —3x +1
1. —5x—|—2 en 400
5 23:3—83:+1e N
. ————— en +00
323 + 250
5 4x2+1en—oo
" 3r+5
422 4+ 1
4, —— en —00
3z +1
223 + 322
5, — 0.
526 4 2x on
1
6. —3en0.
T

Exercice 7. Calculer, quand c’est possible, les limites des expressions suivantes aux voisinages
indiqués :
1
1. ez en 400

2. In(z? +1) en 400
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2.2

Corrigés

Exercice 5.

1.

223 — 5% + 8 en +00
Il s’agit de la limite d’un polynéme en +oco. C’est donc la limite de son terme de plus haut
degré (qui est 223).

lim 223 = 400 donc lim 2z2% — 522 4+ 8 = 400
T—+00 T—+00

322 +5x 4+ 1en —oo
De méme, il s’agit de la limite d’un polynéme en —oo. C’est donc la limite de son terme de
plus haut degré (qui est 3z2).

lim 322 = 400 donc lim 32% + 5z + 1 = +oo

T—r—00 T—r—00

.22+ 1Inx en +00

lim 2?2 = 4+ooet lim Inz = 400 donc par somme des limites, lim 2%+ Inz = +oo.
r—-+00 Tr—-+00 T—r—+00

1
.Inz——en 0

X

: . 1 L :
limlnz = —oo et lim —— = —oo dnc par somme des limites, lim In(z) — — = —o0.
z—0 z—0t T z—0 x

1
Remarque : I'ensemble de définition de la fonction x — Inz — — est |0, +oo[. Donc quand
on calcule la limite en 0, on ne précise pas que I’on se place a droite de 0 (car ’ensemble de
définition I'iimpose).

1
Par contre, la fonction x — —— est définie sur R*. La limite que I'on prend en compte pour
x

faire la somme des limite est la "limite & droite" en 0, notée lim ——.
=0t T

202 —3x — 5+ Inx en +00

1ir+n 222 — 3x — 5 = 400 (c’est un polynoéme donc sa limite en +oo est la limite du terme
T—r+00

de plus haut degré).
lim Inz = 400

r—r-+00
Donc par somme des limites, lirf 222 — 3z —5+Inx = 400
T—>+00
. & — /T en +00

Nous sommes en présence d’'une forme indéterminée. Nous allons transformer 'expression
afin d’untiliser les résultats usuels d’opérations sur les limites :

VT 1

P tout = €0, , T — =z(1——)=2(1 — —).

our tout x €0, +00[, x — /T = x( " ) =x( \/E>

1 1

Or lim —=0 tient des limit i li = d lim 1—— =

r x_l)I_’I_loo N (par quotient des limites, puisque x_l)gloo \/_ +00), donc x_l)I_’I_loo =
1.

1

De pl li = d duit des limit li 1-—) = .

e plus, xirfwm 400, donc par produit des limites, mirfmx( \/E) 400
Ainsi, lim x — /2 = 0.

Tr——+00
3z +e % en +00

lim 3x = +ooet lim e ® =0 donc par somme des limites, lim 3x 4+ e * = 400
T—r+00 T—r+00 T—>+00



8 -~ eno.

Inz
limx =0 et lim Inz = —oo donc par quotient des limites, lim — = 0.
z—0 z—0 z—0 Inx

Exercice 6. Il s’agit de limites de fractions rationnelles (une fraction rationnelle est un quo-
tient de deux polynémes) en + ou —oo. La méthode est toujours la méme : la limite est la limite
du quotient des termes de plus haut degré de chaque polynéme.

Attention : ceci n’est valable que pour des calculs de limites en 400 ou —oo de fractions ration-
nelles!

222 —3x +1

IR en +00 :

.. 212
On calcule la limite en +o0o de Y :
x
2r2 2 2
5% = gx Or ggrfoo gx = 400.
2x4 —3 1
Donc lim & =
z—+00 5r + 2
203 —8xr + 1

g, ZL —OTT 2
325 1250 R0

—+00.

203 2% 2
O lcule la limit de —. Or — = —.
nC&CUGZ;mleQeH—FOO e3$233r§)x3 132
Donc lim =% =% Dow lim & ¢+l _=2
r—+o00 313 3 r—+oo 33 4+ 250 3
422 + 1

3x+5

en —oo

2
On calcule la limite en —oo de 4i

3
472 4x d i 472
— = — donc lim — = —o0.
3 3 z——o00 3

472 + 1
Donc lim v =
T——00 3$—{—5

422 + 1
4, ——— en —o0
325 +1

. 42
On calcule la limite en —oco de —.
35

————en
5x6 + 2z

Pour tout x appartenant a I’ensemble de définition de cette fraction rationnelle,
20 4322 2*(2x+3)  x(2z+3)

506 +2x  x(baxd+2)  5ad 42
Or lim z(2x + 3) = 0 et lim 52° + 2 = 2.
z—0 z—0
r(2x + 3) 223 + 322

Donc par quotient des limites, }slir(l) 525 12 = 0. Donc 91613% 520 1 20 = 0.

6



1
6. s en 0.

Nous allons calculer les limites & droite et a gauche en 0 :

lim 23 = 01 donc¢ lim i = +00.

z—0t z—0+ 13
lim 22 = 0~ donc lim — = —0o0.
r—0~ r—0— T

Puisque les limites & droite et a gauche en 0 sont différentes, on en déduit que I'expression
n’a pas de limite en 0.

Exercice 7.
Nous allons utiliser le théoréme de composition des limites que nous rappelons :

limg(y) = ¢ z—a

y—b

lim f(x) =0
Sig 1.0 , alors lim f(g(z)) =¢
1. ex en +00 :

lim % =0 )
e Donc par composition des limites, lim ez =1
hn(l) eV =1 25+ 00

Yy—

2. In(z2+1) en +o0 :

lir}rq 22+ 1= 400

lim Iny = +o0 Donc par composition des limites, xggloo In(z® + 1) = +o0.
Yy—r—+00
22+ 1

341

2241 )
m — = s . . z+1
z—+o0 13 4 1 Donc par composition des limites, lim In— = —00
limlny = —o0 vofoo 10 41
y—0

3. In en +oo :

3
4. e* '+l en —00 :

_ .. . . . 3
e Donc par composition des limites, lim e** *! =0
hHl e’ = 0 T——00

Yy——00

{ lim 223 4+1=—00

9. 67% en 0 :

lim & = +00 1
20 —y Donc par composition des limites, lime 22 =0
lim eV =0 20
Yy—>+o0
1
6. ez en (

Nous allons prouver que cette expression n’a pas de limite en 0 en calculant la limite a droite
et la limite a gauche :
Limite a droite en O :




+ . . . . . l
o0 y Donc par composition des limites, lim ez = 400
hr_{l e¥Y = +oo z—0+
Y—+00

{ lim 1 =400

Limite a gauche en O :

lim = —o0 )
v 0 Donc par composition des limites, lim ez = 0

Yy—>—00

Les limites a droite et a gauche en 0 étant différentes, on en déduit que I'expression n’a pas
de limite en 0.

3 Dérivation d’une fonction

3.1 Exercices

Exercice 8. Sans préciser ’ensemble de dérivation, dériver les fonctions suivantes

1. f(z) =92 -1

2. hx) =el™3
3
3. -0
p(r) T+ 2
3r+ 3
4. =
q(z) —

Exercice 9. Déterminer ’équation de la tangente au point a puis la position de la courbe par
rapport a la tangente pour chacune des situations suivantes.

1
1. f(x):1x4—x3+2x2+5x—|—7eta20.
2. g(x) =4e> 5+ 2z et a = 2.

Exercice 10. Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur |1; +o0.
1. f(x) =523+ 322 + 1
1
2. glx) =Te™ "t + =
x
10

3.2 Corrigés

Exercice 8.

1. Si f =+/u alors ' =

ul
2\/u’

1
Ici, La fonction f est de la forme y/u avec pour tout = € {5, —l—oo[, u(x) =9z — 3.

9
2v/9r — 1

8

1
Donc, pour tout = € } 9’ +oo{, fl(x) =



2. Si f =e"alors f/ =ue".
Ici, la fonction h est de la forme e* avec pour tout x € R, u(x) =4 — 3.
Donc, pour tout z € R, '(z) = —3e*™37,

u?

1
3. Si f=—alors f' =
u
3
Ici, la fonction p est de la forme — avec pour tout x € R\ {—2}, u(x) =z + 2.
u
-1 =6
GroE  @ror

Donc, pour tout z € R\ {-2}, p/(z) =3

loy /
4. 8i f = Y alors = M
v v 1
Ici, ¢ est de la forme Y avec pour tout x € R, u(x) = 3243 et pour tout z € R\ {g} , v(x) =
v
oxr — 1.

1 3(bx —1) —5(3 3 —18
Donc, pour toutxeR\{g}7 ¢() = (5 ) (3z + _

(5x — 1)? (bxr —1)%

Exercice 9.
L’équation de la tangente a la courbe de f au point a est de la forme T, : y = f'(a)(z —a) + f(a).
Pour étudier la position de la courbe par rapport a la tangente, on étudie la convexité de la fonction
f.

Si f” > 0 alors la fonction f est convexe et sa courbe est au dessus de la tangente.

1. f(0) =7 et pour tout z € R, f'(z) = 411 X 4 — 312 +2 x 204+ 5 = 2% — 322 + 4o + 5 donc
f'(0) =5
La tangente a la courbe en 0 a pour équation Ty : y = bx + 7.
Pour étudier la convexité, on dérive une seconde fois la fonction f.
Pour tout z € R, f"(x) = 32? — 6x + 4.
1" est donc un trinome de la forme az? + bx + c avec a = 3, b= —6 et ¢ = 4.

Pour étudier le signe d’un trind6me, on commence par chercher les racines.

Ici, A = (—6)2 -4 x3x4=236—-48 = —12 < 0. Donc, f” est toujours du signe de a > 0.
Dong, f” > 0 et on en déduit que f est convexe.

La courbe de f est donc au dessus de la tangente au point 0.

20

L

-20 0 20

!

2. g(2) =4e¥276 42 x 2 =8 et pour tout x € R, ¢'(z) = 12e37% + 2 donc ¢'(2) = 14.
La tangente a la courbe en 2 a pour équation T : y = 14(x — 2) 4+ 8 = 14z — 20.



Pour étudier la convexité, on dérive une seconde fois la fonction f.

Pour tout z € R, ¢”(z) = 36e3*7C. Or, une exponentielle est toujours positive donc ¢g” > 0.
On en déduit que la fonction g est convexe et que la courbe de g est au dessus de la tangente
en 2.

40

20

Exercice 10.
Une primitive d’une fonction f sur |1;4o00[ est une fonction F' dérivable sur ]1;+oo[ telle que
F'=f.
Toutes les primitives d’une fonction f sont égales & une constante preés.

n+1
est une

1. Si f est de la forme x +— 2™ avec n un entier strictement positif alors F': x — n
n

primitive de f sur un intervalle R.
4
)
Si on note F': x +— 5% + 2% + z alors pour tout x €]1;+o0[, F'(x) = e 43 4+ 322 + 1=
52% + 3z? + 1 donc F est une primitive de f sur [0; +o0].

2. Si f est de la forme u'e* alors F' = e" est une primitive de f sur R.
/

u
Si f est de la forme — alors F' = In(u) est une primitive de f sur un intervalle /.

Si on note Gy : x — e™* 4
primitive de z — 7e™ 4

alors pour tout x €]1;4o00[, Gj(x) = 7€ * donc G; est une
sur |1; 4-o0.

1
De méme, si on note Gy : 2 — In(x) alors pour tout x €]1; +oo[, G4(x) = — donc Go est
x
1
une primitive de x — — sur |1; 4+o00].
T

Par somme, on en déduit que z — e™*~* + In(x) est une primitive de g sur ]1; +ool.
. u’ L .
3. Si f est de la forme — alors F' = In(u) est une primitive de f sur un intervalle /.
u

On en déduit que z — 10In(z — 1) est une primitive de h sur |1; +o0].

4 Suites numériques
4.1 Exercices

Exercice 11. Déterminer les limites des suites suivantes

1. pour tout naturel n, u, = —-
n

2. pour tout naturel n, s, = —4n? +n — 12.

10



1

9g_ —
3. pour tout naturel n, f, = 1—”
— -1
vn
n+9
4. pour tout naturel n, p, = ————.
P LS —

Exercice 12. Pour les suites proposées, dire si elles sont arithmétiques, géométriques ou aucun
des deux.
Quand c’est possible, définir la raison et le premier terme.

1. pour tout n € N, u,, = 52

-2
2 = —

3n
3. pour tout n € N, w, =3n — 2
4. pour tout n € N, 2, = (n+1)* — n?
5. pour tout n €N, t, =n?+n+1

. pour tout n € N, v,

Exercice 13. Soit (u,)nen la suite définie par ug = 2 et pour tout entier n, u, 1 = —3u, +12.
Déterminer la formule explicite de la suite (uy,)nen-

4.2 Corrigés

Exercice 11.
Le tableau suivant donne la valeur de lim (u, + v,) en fonction de la valeur de lim wu, et de

n—+o00 n—+00
celle de lim wv,.
n——+o00
lim v,

' n——+0o —00 e/ +00
lim w,
n—-+o0o

—00 —o0o | —oo | F.I.

/ —o0 | 0+ V | 00

+o00 FI. | +o0 | +©

Le tableau suivant donne la valeur de lim (u, X v,) en fonction de la valeur de lim u, et de
n—-4o00 n—-4o00

celle de lim wv,.

n—-+o0o
lim v,

) noteo —o00 [ /<0 0 |¢>0]+00

lim w,

n—-+o0o

—00 400 | 400 |FI.| —c0 | —0
(<0 —o00 | L x ¥V 0 {x V| —oc0
0 F.I. 0 0 0 F.I.
(>0 —o00 | L x ¥V 0 | x| 4o
+00 —© | —oo |F.I.| 400 | +00

11



U
Le tableau suivant donne la valeur de lim — en fonction de la valeur de lim w, et de celle de

n—+o0o Uy, n—-+0oo
lim wv,.
n—-+oo
lim wv,
. norteo —o0 [ V<0 0 | 0F [V >0] 40
lim wu,
n—+oo

—00 FI.| +oc0 | +o0 | —o0 | —o0o | F.L
J4 4 B

{ <0 0t 7 400 | —00 7 0
0~ 0t 0t F.I | F.I. 0~ 0~
0t 0t 0~ F.I | F.I. 0+ 0+

B J4 J4

+00 FI.| —>©0 | -0 |+ | +x |F.I

La notation F.I. correspond a forme indéterminée et signifie qu’il faut modifier 'expression de la
quantité étudiée pour pouvoir conclure.
En résumé, les formes indéterminées sont

400 — 00, —oo+ 00, 0X oo,

Y

ol o

818

1. 11 s’agit d’un quotient avec le numérateur qui tend vers 5 et le dénominateur qui tend vers

+00. .
On en déduit que lim — =0.
n——+oo N
2. 1l s’agit d’une somme de deux suites. On a lim —4n®? = —oo et lim n? — 12 = 400 donc

n—-+4oo n—-+oo
c’est une forme indéterminée.

Dans le cas d'une forme indéterminée —oo 4 0o, on met en facteur le terme qui tend le plus
vite vers oo.

12 1 12
Sp = —4n? +n — 12 = n? (—4—|—£——) =n? (—4+———)

n? n?

1 12
Par somme, lim | -4+ — — —2> = —4 et lim n? = +oo.
non

n——+00 n—00
Par produit, lim s, = —o0.
n—-+00
) 1 ) 1
3. Par somme,ona lim (9——|=9et lm (—=—-1|=—-1
n——+o00 n n—+o0o \/ﬁ
Par quotient, lim f, = —9.
n—-+oo
4. Par somme, on a lim (n+9) = 4+oocet lim (—n+7) = —oo donc ¢’est une forme indé-
n—-+00 n—-+0o00
terminée.

C ., 100 ) )
Dans le cas d’une forme indéterminée ——, on met en facteur, au numérateur et au déno-
—00

minateur, le terme qui tend le plus vite vers oo.

) 9
142
o (3 Ly
Pn=—7 = =X
n?+7 nQ(—l—l—%) n 1L
n n

12



1+ —
9 7
Par somme, lim (1 + —) =1let lim (—1 + —2> = —1. Par quotient, lim —717 =
n

n—-+oo n n—-4oo

—1.

On a aussi lim — = 0.
n—4oo N,

Par produit, lim p, = 0.
n—+00

Exercice 12.
On dit que la suite (a,)nen est arithmétique lorsqu’il existe un réel r tel que pour tout entier
n, a, = ag + Nr.
ou alors lorsqu’il existe un réel r tel que pour tout entier n, a,+1 —a, = 1.

On dit que la suite (b,),en est géométrique lorsqu’il existe un réel ¢ tel que pour tout entier
n, b, = by x q".
bn+1
bn
1. pour tout n € N, u, = 572 = 52 x 57 = 25 x 5" donc on reconnait une suite géométrique
de premier terme 25 et de raison ¢ = 5.

ou alors lorsqu’il existe un réel g tel que pour tout entier n, = q.

_ 1\"
2. pour tout n € N, v, = o = —2 X <§) donc on reconnait une suite géométrique de
1
premier terme —2 et de raison q = 3

3. On reconnait une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme —2.

4. pour tout n € N, z, = (n+ 1) = n* =n?+2n+ 1 —n2 = 2n + 1 donc on reconnait une
suite arithmétique de raison 2 et de premier terme 1.

5. On calcule les 3 premiers termes de lasuite : tg =1, t; = 1+1+1 =3 et t, = 224241 = 7.
Si (tn)nen €st une suite arithmétique alors ¢t — g et to — t; ont la méme valeur.
Or,t; —tg=2et ty —t; = 4.
Donc, ce n’est pas une suite arithmétique.

. T it A
Si (t,)nen est une suite géométrique alors — et - ont la méme valeur.
0 1
t t 7
Or,—1:3et—2:—7é3.
to ty 3
Donc, ce n’est pas une suite géométrique.

Exercice 13.
La résolution se fait en 3 étapes.

e On cherche une suite constante vérifiant la méme relation.
On résout I'équation x = —3x + 12.

r=-3z+124rx =121 =3

Donc la suite constante égale a 3 vérifie cette relation.
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e On définit la suite auxiliaire (v, ),en par, pour tout n € N, v, = u,, — 3.
On montrer que cette suite est géométrique. Pour n € N

Upt1 = Upy1 — 3 = —3u, + 12 -3 = =3u, + 9 = —=3(u, — 3) = —3vu,

Donc la suite (vy,)nen est geométrique de raison —3 et de premier terme vy = up — 3 = —1.
On en déduit que pour tout entier n € N, v, = —1 x (=3)".

e On peut alors en déduire expression de (uy,).
Pour tout entier n € N, u, = v, +3 = —(—-3)" + 3.
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